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命題 1 𝑋をコンパクト Hausdorff空間とし，𝑋から 𝕂への連続関数全体の集合を 𝐶(𝑋, 𝕂)または単
に 𝐶(𝑋)と書く．𝐶(𝑋)における加法，スカラー倍をそれぞれ

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) ∶= 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥), (𝛼𝑓)(𝑥) ∶= 𝛼𝑓(𝑥)

で定義する．任意の 𝑥 ∈ 𝑋について 𝑓∶ 𝑥 ↦ 0となる 𝑓は加法単位元（ゼロベクトル）であるから，こ
れを 0𝐶(𝑋) または単に 0と書く．これらによって 𝐶(𝑋)は 𝕂上のベクトル空間となる．さらに乗法

(𝑓𝑔)(𝑥) ∶= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

と定義する．このとき任意の 𝑥 ∈ 𝑋 について 𝑔∶ 𝑥 ↦ 1 となる 𝑔 は乗法単位元であるから，これを
1𝐶(𝑋) または単に 1と書く．これらによって 𝐶(𝑋)は 𝕂上の代数となる．

証明 𝐶(𝑋)が加法，スカラー倍，乗法について閉じていることのみを示す．

加法について閉じていること 任意の 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)について，𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)を示す．𝑓が連続なので，任
意の 𝑥0 ∈ 𝑋について，任意の 𝜀 > 0をとったとき，𝑥0 の近傍 𝑉1 が存在して，𝑥 ∈ 𝑉1 ならば

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| <
𝜀
2

が成り立つ．𝑔についても同様に，𝑥0 の近傍 𝑉2 が存在して，𝑥 ∈ 𝑉2 ならば

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)| <
𝜀
2

が成り立つ．よって 𝑥 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 ならば
|(𝑓 + 𝑔)(𝑥) − (𝑓 + 𝑔)(𝑥0)| = |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) − (𝑓(𝑥0) + 𝑔(𝑥0))|

= |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)|
≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| + |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)|

< 𝜀
2
+ 𝜀

2
= 𝜀

となり，𝑓 + 𝑔も 𝑥0 ∈ 𝑋で連続である．したがって 𝑓 + 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)である．

スカラー倍について閉じていること 𝛼を任意の実数とする．任意の 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)について 𝛼𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)とな
ることを示す．𝑓が任意の 𝑥0 ∈ 𝑋で連続なので，任意の 𝜀 > 0に対して，𝑥0 の近傍 𝑉が存在して，𝑥 ∈ 𝑉
ならば

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| <
𝜀

|𝛼| + 1
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が成り立つ．したがって

|(𝛼𝑓)(𝑥) − (𝛼𝑓)(𝑥0)| = |𝛼𝑓(𝑥) − 𝛼𝑓(𝑥0)| ≤ |𝛼||𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < |𝛼| 𝜀
|𝛼| + 1

≤ 𝜀

となり，𝛼𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)である．

乗法について閉じていること 任意の 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑋について 𝑓𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)を示す．任意の 𝑥0 ∈ 𝑋をとる．𝑓が
𝑥0 で連続なので，𝑥0 の近傍 𝑉1 が存在して，𝑥 ∈ 𝑉1 ならば

|𝑓(𝑥)| − |𝑓(𝑥0)| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| ≤ 1

が成り立つ．同じく連続であることから，任意の 𝜀 > 0に対し，𝑥0 の近傍 𝑉2 が存在して，𝑥 ∈ 𝑉2 ならば

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| <
𝜀

2(|𝑔(𝑥0) + 1|)
が成り立つ．同様に 𝑔が連続なことから，𝑥0 の近傍 𝑉3 が存在して，𝑥 ∈ 𝑉3 ならば

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)| <
𝜀

2(|𝑓(𝑥0)| + 1)
となる．したがって任意の 𝑥 ∈ 𝑉1 ∩ 𝑉2 ∩ 𝑉3 について

|(𝑓𝑔)(𝑥) − (𝑓𝑔)(𝑥0)| = |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥0)𝑔(𝑥0)|
= |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥0) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥0) − 𝑓(𝑥0)𝑔(𝑥0)|
= |𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)) + (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0))𝑔(𝑥0)|
≤ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)| + |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)||𝑔(𝑥0)|

< (|𝑓(𝑥0)| + 1) 𝜀
2(|𝑓(𝑥0)| + 1)

+ 𝜀
2(|𝑔(𝑥0)| + 1)

|𝑔(𝑥0)|

≤ 𝜀
2
+ 𝜀

2
= 𝜀

が成り立つ．よって 𝑓𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)である．

代数のノルムは以下のように定義される．

定義 2（代数のノルム，ノルム付き代数，Banach*1代数）代数 𝐴上の写像 ‖◌‖が，ベクトル空間 𝐴の
ノルムであり，さらに以下の (1), (2)を満たすとき，‖◌‖を代数 𝐴のノルムという．

(1)（劣乗法性）任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴について ‖𝑥𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖．
(2) ‖1𝐴‖ = 1．

代数 𝐴とそのノルムの組 (𝐴, ‖◌‖)をノルム付き代数 (normed algebra)という．通常，組 (𝐴, ‖◌‖)を単
に 𝐴と書く．ノルム付き代数 𝐴がそのノルムについて完備であるとき，𝐴を Banach代数 (Banach

Algebra)と呼ぶ．

劣乗法性のような制約は付くが，大まかにいえば Banach代数は乗法が定義された Banach空間である．

例 3 有界な ℂの元の列全体の集合を 𝑋とする：
𝑋 = {𝑥∶ ℕ+ → ℂ ∣ある𝑀 > 0が存在して，任意の 𝑛 ∈ ℕ+ について |𝑥𝑛| < 𝑀}

*1Stefan Banach (1892–1945) pl [ˈstɛfan ˈbanax]ステファン・バナッハ．
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𝑋の任意の元 𝑥 = ⟨𝑥𝑛⟩𝑛∈ℕ+
, 𝑦 = ⟨𝑦𝑛⟩𝑛∈ℕ+

と任意の 𝛼 ∈ ℂについて，それらの加法，スカラー倍，乗法を
以下のように定義する：

𝑥 + 𝑦 = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, …),
𝑥𝑦 = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, …),

𝛼𝑥 = (𝛼𝑥1, 𝛼𝑥2, …).

加法単位元を 0𝑋 = (0, 0, …)，乗法単位元を 1𝑋 = (1, 1, …)とする．このとき 𝑋はノルム付き代数にな
る．𝑋のノルムを

‖𝑥‖∞ = sup{|𝑥𝑛| ∣ 𝑛 ∈ ℕ+}

と定めると，数列空間 ℓ∞ ∶= (𝑋, ‖◌‖∞)は Banach代数となる．証明は次の命題 4とあまり変わらないた
め省略する．

命題 4 代数 𝐶(𝑋)に一様ノルムを入れる，すなわち任意の 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)について
‖𝑓‖∞ = sup{|𝑓(𝑥)| ∣ 𝑥 ∈ 𝑋}

と定義する．このとき (𝐶(𝑋), ‖◌‖∞)は Banach代数となる．

証明 𝐶(𝑋)が代数であることは命題 1で確認した．一様ノルムがベクトル空間のノルムであることの証明
は省略する．一様ノルムが劣乗法性をみたすことは，任意の 𝑥 ∈ 𝑋について

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ≤ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|
≤ |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)|
≤ ‖𝑓‖∞‖𝑔(𝑥)‖∞

が成り立つことからわかる．‖1𝐶(𝑋)‖ = 1が成り立つことは明らかである．
𝐶(𝑋)が一様ノルムについて完備であることを示す．𝐶(𝑋)上の任意の Cauchy列 ⟨𝑓𝑛⟩𝑛∈ℕ+

をとる．この
とき，任意の 𝜀 > 0に対して，ある 𝑁1 ∈ ℕ+ が存在して，𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0 ならば

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖∞ < 𝜀,

すなわち，任意の 𝑥 ∈ 𝑋で
|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| < 𝜀

が成り立つ．𝕂の完備性により (𝑓𝑛(𝑥))𝑛∈ℕ+
はある 𝛼𝑥 ∈ 𝕂に収束する．すなわち 𝑓(𝑥) ∶= 𝛼𝑥 とすると，

𝑓∶ 𝑋 → 𝕂であり，ある 𝑁 ∈ ℕ+ が存在して

|𝑓𝑁(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀
3

(1)

を満たす．𝑥 ∈ 𝑋は任意だったので (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ+
は 𝑓に一様収束する．この 𝑓が連続であることを示す．𝑓𝑁は

連続なので，𝑥の近傍 𝑉𝑥 が存在し，𝑦 ∈ 𝑉𝑥 ならば

|𝑓𝑁(𝑦) − 𝑓𝑁(𝑥)| <
𝜀
3

(2)

3



が成り立つ．(1)と (2)より
|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| = |𝑓(𝑦) − 𝑓𝑁(𝑦) + 𝑓𝑁(𝑦) − 𝑓𝑁(𝑥) + 𝑓𝑁(𝑥) − 𝑓(𝑥)|

≤ |𝑓(𝑦) − 𝑓𝑁(𝑦)| + |𝑓𝑁(𝑦) − 𝑓𝑁(𝑥)| + |𝑓𝑁(𝑥) − 𝑓(𝑥)|

< 𝜀
3
+ 𝜀

3
+ 𝜀

3
= 𝜀.

よって 𝑓は 𝑥で連続であり，𝑥は任意だったので，𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)が示せた．

𝑋がコンパクトかつ 𝐶(𝑋)の任意の元が連続関数であることから，一様ノルムというかわりに最大値ノ
ルムといってもよい（Weierstraßの最大値定理）．以下では 𝐶(𝑋)のノルムとしては一様ノルムのみを考え，
‖◌‖∞ を単に ‖◌‖と書く．
ベクトル空間においてその部分ベクトル空間というものを考えたのと同様に，代数においても部分代数

というものを考えることができる．

定義 5（部分代数）体 𝕂上の代数 𝐴の部分集合 𝑆が 𝐴における加法，スカラー倍，乗法について閉じ
ているとき，すなわち以下の (1)–(3)が成り立つとき，𝑆は 𝐴の部分代数 (subalgebra)であるという．

(1) 任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆で 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑆．
(2) 任意の 𝛼 ∈ 𝕂と任意の 𝑥 ∈ 𝑆について 𝛼𝑥 ∈ 𝑆．
(3) 任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆で 𝑥𝑦 ∈ 𝑆．

例 6 𝑋 = [−1, 1]上の多項式関数全体の集合
𝑆 ∶= {𝑓∶ 𝑥 ↦ 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 | 𝑎0, … , 𝑎𝑛 ∈ ℝ} (3)

は 𝐶(𝑋)の部分代数である．また偶数次の項のみからなる多項式関数の全体の集合

𝑆′ ∶= {𝑓∶ 𝑥 ↦ 𝑎0 + 𝑎2𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥2𝑛 ∣ 𝑎0, … , 𝑎2𝑛 ∈ ℝ} (4)

もまた 𝐶(𝑋)の部分代数である．

𝑋の任意の異なる 2点 𝜉, 𝜆に対して，𝑓(𝜉) ≠ 𝑓(𝜆)となるような 𝑓 ∈ 𝑆が存在するとき，𝑆は 𝑋を分離
するという．式 (3)で定義された 𝑆は，id ∶ 𝑥 ↦ 𝑥を元としてもつため，id(𝜉) ≠ id(𝜆)となり 𝑋を分離す
る．一方で式 (4)の 𝑆′ は，どのような 𝑓 ∈ 𝑆′ をとっても 𝑓(−1) = 𝑓(1)となり 𝑋を分離することができ
ない．

定義 7 𝐴を代数，𝑆をその部分集合とする．このとき 𝑆を含むような最小の部分代数が存在する．こ
れを 𝑆の生成する部分代数といい，（一般的な表記ではないがここでは）𝛼[𝑆]と表す．

集合 𝐴の部分集合族 𝒮を以下のように定義する．
𝒮 = {𝑅 ∣ 𝑅は 𝐴の部分代数, 𝑆 ⊆ 𝑅}.

このとき 𝐴 ∈ 𝒮より 𝒮空でない．このとき
𝛼[𝑆] = ⋂𝒮

とすればよい．
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定理 8（Stone–Weierstraßの定理）𝑋をコンパクト Hausdorff空間とする．𝐶(𝑋, ℝ)の単位的な閉部
分代数 𝑆が 𝑋を分離するならば，𝑆は 𝐶(𝑋, ℝ)で稠密になる．

定理 8のために 3つの補題を示す．

補題 9 𝑆を 𝐶(𝑋)の部分代数とする．このとき閉包 𝑆もまた部分代数である．

証明 任意の 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆について 𝑓𝑔 ∈ 𝑆が成り立つことのみ示す．𝑓 ∈ 𝑆より 𝑆の元の列 (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ+
で 𝑓に収

束するものがとれる．すなわち任意の 𝜀 > 0に対して，十分大きな 𝑛をとれば，‖𝑓𝑛 − 𝑓‖ < 𝜀 / 2(‖𝑓‖ + 1)
となる．同様に 𝑆の元の列 (𝑔𝑛)𝑛∈ℕ+

で，十分大きな 𝑛をとれば，‖𝑔𝑛 − 𝑔‖ < 𝜀 / (2‖𝑔‖ + 1)となるものがと
れる．また 𝑓𝑛 → 𝑓と三角不等式より，十分大きな 𝑛では ‖𝑓𝑛‖ − ‖𝑓‖ ≤ ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖ < 1となる．したがって

‖𝑓𝑛𝑔𝑛 − 𝑓𝑔‖ = ‖𝑓𝑛𝑔𝑛 − 𝑓𝑛𝑔 + 𝑓𝑛𝑔 − 𝑓𝑔‖
≤ ‖𝑓𝑛‖‖𝑔𝑛 − 𝑔‖ + ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖‖𝑔‖

≤ (‖𝑓‖ + 1) 𝜀
2(‖𝑓‖ + 1)

+ 𝜀
2‖𝑔‖ + 1

‖𝑔‖ < 𝜀 → 0 (𝑛 → ∞)

が成り立つ．(𝑓𝑛𝑔𝑛)𝑛∈ℕ+
は 𝑆の元の列なので，その極限 𝑓𝑔は 𝑆の元である．

補題 10 𝐶(𝑋, 𝕂)の単位的な部分代数 𝑆が 𝑋を分離するならば，𝑋の任意の異なる 2点 𝜉, 𝜆と任意
の定数 𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂について

ℎ𝜉𝜆(𝜉) = 𝛼, ℎ𝜉𝜆(𝜆) = 𝛽

となるような ℎ𝜉𝜆 ∈ 𝑆が存在する．

証明 𝑆が 𝑋を分離することから，𝑋の異なる任意の 2点 𝜉, 𝜆に対して，𝑓(𝜉) ≠ 𝑓(𝜆)となるような 𝑓 ∈ 𝑆
が存在する．このとき ℎ𝜉𝜆 を

ℎ𝜉𝜆(𝑥) = 𝛼 + (𝛽 − 𝛼)𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜉)
𝑓(𝜆) − 𝑓(𝜉)

と定義すると，これは条件を満たす*2．

任意の 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶(𝑋)について 𝑓 ∨ 𝑔, 𝑓 ∧ 𝑔をそれぞれ
(𝑓 ∨ 𝑔)(𝑥) ∶= max{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)},
(𝑓 ∧ 𝑔)(𝑥) ∶= min{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)}

と定義する．これらについて次の補題が成り立つ．

補題 11 𝑋をコンパクトHausdorff空間，𝑆を𝐶(𝑋)の閉部分代数とする．𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆ならば 𝑓∨𝑔, 𝑓∧𝑔 ∈
𝑆が成り立つ．

*2𝑆が単位的なので 𝛼，すなわち 𝛼1𝐶(𝑋)(𝑥)は 𝑆の元である．
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証明 𝑓 ∨ 𝑔, 𝑓 ∧ 𝑔はそれぞれ

𝑓 ∨ 𝑔 = 1
2
(𝑓 + 𝑔 + |𝑓 − 𝑔|),

𝑓 ∧ 𝑔 = 1
2
(𝑓 + 𝑔 − |𝑓 − 𝑔|)

と表すことができる*3．したがって 𝑓 ∈ 𝑆 ならば |𝑓| ∈ 𝑆 が成り立つことを示せばよい．まず |𝑓| が
𝑎1𝑓 + 𝑎2𝑓2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑓𝑛 ∈ 𝑆で近似できることを示す．|𝑡| =

√
𝑡2 なので，これの多項式近似を考えたいと

ころではあるが，𝑡 ↦
√
𝑡2 は扱いが難しいため，かわりに 𝑡 ↦

√
1 − 𝑡を考える．関数 𝑝を

𝑝∶ (−∞, 1] → ℝ, 𝑝(𝑡) =
√
1 − 𝑡

と定義する．この関数は (−∞, 1)で微分可能で，各次の導関数は以下のようになる．

𝑝′(𝑡) = 1
2
(1 − 𝑡)−1/2 ⋅ (−1) = −1

2
(1 − 𝑡)−1/2,

𝑝″(𝑡) = −1
2
⋅ (−1

2
) ⋅ (1 − 𝑡)−3/2 ⋅ (−1) = −1

4
(1 − 𝑡)−3/2,

𝑝‴(𝑡) = −1
4
⋅ (−3

2
) ⋅ (1 − 𝑡)−5/2 ⋅ (−1) = −3

8
(1 − 𝑡)−5/2,

⋮

𝑝(𝑛)(𝑡) = −(2𝑛 − 3)!!
2𝑛

(1 − 𝑡)−(2𝑛−1)/2 (𝑛 ≥ 2).

ここで (2𝑛− 3)!!は二重階乗 (2𝑛− 3) ⋅ (2𝑛− 5) ⋅ ⋯ ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 1である．Taylorの定理により任意の −1 < 𝑡 < 1
について |𝜃| < 𝑡が存在して

√
1 − 𝑡 = 𝑝(0) + 𝑝′(0)𝑡 + 1

2
𝑝″(0)𝑡2 + 1

3!
𝑝‴(0)𝑡3 +⋯+ 1

(𝑛 − 1)!
𝑓 (𝑛−1)𝑡𝑛−1 + 1

𝑛!
𝑓 (𝑛)(𝜃)𝑡𝑛

= 1 − 𝑡
2
−

𝑛−1
∑
𝑘=2

(2𝑘 − 3)!!
𝑘!2𝑘

𝑡𝑘 − (2𝑛 − 3)!!
𝑛!2𝑛

𝜃𝑛

=
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑡𝑘 − 𝑎𝑛𝜃𝑛

が成り立つ．ここで

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 1
2
, 𝑎𝑛 = (2𝑛 − 3)!!

𝑛!2𝑛
(𝑛 ≥ 2)

とした．このとき

∣
√
1 − 𝑡 −(

𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑡𝑘)∣ = ∣𝑎𝑛𝜃𝑘∣

= (2𝑛 − 3)!!
𝑛!2𝑛

𝜃𝑛

< 1
2𝑛(2𝑛 − 4) ⋅ (2𝑛 − 6) ⋅ ⋯ ⋅ 4 ⋅ 2

≤ 1
2𝑛

→ 0 (𝑛 → ∞)

となるから，∑∞
𝑘=1 𝑎𝑘𝑡

𝑘 は区間 (−1, 1)で
√
1 − 𝑡に一様収束する．𝑡 = 1のとき∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛𝑡
𝑛 が収束する，

*3|𝑓|は |𝑓|(𝑥) = |𝑓(𝑥)|によって定義される関数を表す．

6



−1 1𝑂

1

𝑦 =
√
1 − 𝑡

𝑦 = 1 − 𝑡
2

𝑦 = 1 − 𝑡
2
−

10
∑
𝑘=2

(2𝑘 − 3)!!
2𝑘𝑘!

𝑡𝑘

𝑡

𝑦

図 1 関数 𝑡 ↦
√
1 − 𝑡の多項式による近似．

すなわち∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 が収束することを示す．Ratio testを試みると

∣
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

∣ = 𝑛!2𝑛

(2𝑛 − 3)!!
(2𝑛 − 1)!!

(𝑛 + 1)!2𝑛+1

= 2𝑛 − 1
2(𝑛 + 1)

= 2(𝑛 + 1) − 3
2(𝑛 + 1)

= 1 − 3
2(𝑛 + 1)

→ 1 (𝑛 → ∞) (5)

となるため，ratio testではなく Raabeの判定法（定理 12）を試みる．

𝑏𝑛 ∶= 𝑛(1 −
|𝑎𝑛+1|
|𝑎𝑛|

)

= 𝑛(1 − 1 + 3
2(𝑛 + 1)

)

= 3𝑛
2(𝑛 + 1)

= 3

2(1 + 1
𝑛
)

→ 3
2

(𝑛 → ∞).

lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 > 1であるから，∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛 は絶対収束する．したがって Abelの連続性定理（定理 13）により

∞
∑
𝑘=0

𝑎𝑘 = lim
𝑡→1−0

√
1 − 𝑡 = 0

となる．ゆえに級数∑∞
𝑘=0 𝑎𝑘𝑡

𝑘 は (−1, 1]，特に [0, 1]で 𝑝に一様収束する．近似の様子を途中まで図示す
ると図 1のようになる．

7



−1 1

1

𝑂

𝑦 = |𝑡| = √1 − (1 − 𝑡2)
𝑦 = 1 − 1 − 𝑡2

2

𝑦 = 1 − 1 − 𝑡2

2
−

10
∑
𝑘=2

(2𝑘 − 3)!!
2𝑘𝑘!

(1 − 𝑡2)𝑘

𝑡

𝑦

図 2 関数 𝑡 ↦ |𝑡|の多項式による近似．

関数 𝑞 ∶ [−1, 1] → ℝを

𝑞(𝑡) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛(1 − 𝑡2)𝑛

で定義する．このとき

∣|𝑡| − 𝑞(𝑡)∣ = ∣√1 − (1 − 𝑡2) −
∞
∑
𝑘=0

𝑎𝑘(1 − 𝑡2)𝑛∣

となるから 𝑞は [−1, 1]で |𝑡|に一様収束する．近似の様子を途中まで図示すると図 2のようになる．
級数∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛(1 − 𝑡2)𝑛 は 𝑡 ∈ [−1, 1]で絶対収束するから，項の順番を入れ替えて足し合わせてもよい．
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛 = 0であったから，以下のように 𝑞を書き改めることができる．

𝑝(𝑡) =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛(1 − 𝑡2)𝑛

= 𝑎0 + 𝑎1(1 − 𝑡2) + 𝑎2(1 − 2𝑡2 + 𝑡4) + 𝑎3(1 − 3𝑡2 + 3𝑡4 − 𝑡6) + ⋯

=
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛 − (𝑎1 + 2𝑎2 +⋯)𝑡2 + (𝑎2 + 3𝑎3 +⋯)𝑡4 +⋯

= lim
𝑛→∞

∞
∑
𝑛=1

𝑐𝑛𝑡2𝑛

ただし記号(𝑛
𝑘
)は二項係数を表しており，

𝑐𝑛 = (−1)𝑛((𝑛
𝑛
)𝑎𝑛 +⋯+(𝑛+ 𝑗

𝑛
)𝑎𝑛+𝑗 +⋯)

= (−1)𝑛
∞
∑
𝑗=0

((𝑛+ 𝑗
𝑛

)𝑎𝑛+𝑗)

である．
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𝑡 ↦ |𝑡|を多項式近似することができたので，これで |𝑓|の多項式近似を考えることができる．‖𝑓‖ = 0，
すなわち 𝑓 = 0𝐶(𝑋) のときは |𝑓| = 𝑓 ∈ 𝑆となる．よって以下では ‖𝑓‖ > 0とする．このとき

|𝑓| = ‖𝑓‖ |𝑓|
‖𝑓‖

が成り立つので 𝑓 ∈ 𝑆ならば |𝑓|/‖𝑓‖ ∈ 𝑆を示せばよいことがわかる．任意の 𝑥 ∈ 𝑋に対して 𝑓(𝑥)/‖𝑓‖ ∈
[−1, 1]なので

𝑛
∑
𝑘=1

𝑐𝑛(
𝑓(𝑥)
‖𝑓‖

)
2

∈ 𝑆

であり，これは 𝑛 → ∞とすると

∣𝑓(𝑥)
‖𝑓‖

∣ = |𝑓(𝑥)|
‖𝑓‖

= |𝑓|(𝑥)
‖𝑓‖

に一様収束する．𝑆 が閉集合であるから |𝑓|/‖𝑓‖ ∈ 𝑆 である．よって 𝑓 ∈ 𝑆 ならば |𝑓| ∈ 𝑆 であり，
𝑓 ∨ 𝑔, 𝑓 ∧ 𝑔 ∈ 𝑆となる．

定理 8の証明 任意の 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋, ℝ)と 𝜀 > 0に対して，ある 𝑔 ∈ 𝑆で
‖𝑔 − 𝑓‖ < 𝜀 (6)

をみたすものが存在することを示す（命題??）．任意の 𝜉 ∈ 𝑋とる．また 𝜉とは異なる任意の 𝜆 ∈ 𝑋をと
る．補題 10より ℎ𝜉𝜆(𝜉) = 𝑓(𝜉)かつ ℎ𝜉𝜆(𝜆) = 𝑓(𝜆)となるような ℎ𝜉𝜆 ∈ 𝑆が存在する．集合 𝑈𝜆 を

𝑈𝜆 ∶= (ℎ𝜉𝜆 − 𝑓)−1(−∞, 𝜀)
= {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ ℎ𝜉𝜆(𝑥) − 𝑓(𝑥) < 𝜀}

と定める．𝑈𝜆 は開集合 (−𝜀, ∞) の連続関数 ℎ𝜉𝜆 − 𝑓 による逆像なので開集合である．ℎ𝜉𝜆(𝜆) − 𝑓(𝜆) =
ℎ𝜉𝜆(𝜉) − 𝑓(𝜉) = 0 < 𝜀より 𝜉, 𝜆 ∈ 𝑈𝜆 である．よって (𝑈𝜆)𝜆∈𝑋∖{𝜉} は 𝑋の開被覆である．𝑋はコンパクト
なので有限個の 𝑈𝜆1

, … , 𝑈𝜆𝑛
によって 𝑋を覆うことができる：

𝑋 ⊆
𝑛
⋃
𝑖=1

𝑈𝜆𝑖
.

ℎ𝜉 ∶= ℎ𝜉𝜆1
∧ ⋯ ∧ ℎ𝜉𝜆𝑛

とする．より ℎ𝜉 ∈ 𝑆である．このとき

𝑉𝜉 = (ℎ𝜉 − 𝑓)−1(−𝜀, ∞)
= {𝑥 ∈ 𝑋 ∣ ℎ𝜉(𝑥) − 𝑓(𝑥) > −𝜀}

とすると，(𝑉𝜉)𝜉∈𝑋 は 𝑋の開被覆である．𝑋がコンパクトなので有限個の 𝑉𝜉1, … , 𝑉𝜉𝑚 によって𝑋を覆う
ことができる：

𝑋 ⊆
𝑚
⋃
𝑖=1

𝑉𝜉𝑖.

ここで 𝑔 ∶= ℎ𝜉1 ∨ ⋯ ∨ ℎ𝜉𝑚 とすると，任意の 𝑥 ∈ 𝑋について

−𝜀 < 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) < 𝜀,

すなわち式 (6) が成り立つ．したがって 𝑆 は 𝑋 において稠密である．𝑆 が閉集合であるので 𝑆 = 𝑆 =
𝐶(𝑋, ℝ)が成り立つ．
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付録

定理 12（Raabe*4の判定法）正項級数∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛について，lim𝑛→∞ 𝑎𝑛+1 / 𝑎𝑛 = 1（なので ratio testで

は判別できない）かつ 𝑏𝑛 ∶= 𝑛(1 − 𝑎𝑛+1 / 𝑎𝑛)の極限 𝛽 ∶= lim𝑛→∞ 𝑏𝑛 が存在するとき，∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛 は

𝛽 > 1ならば収束し，𝛽 < 1ならば発散する．

証明略．

定理 13（Abel*5の連続性定理）冪級数∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑥

𝑛 が収束半径 1 で関数 𝑓∶ (−1, 1) → ℝ に収束し，
∑∞

𝑛=0 𝑎𝑛 が絶対収束するならば
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑛 = lim
𝑥→1−0

𝑓(𝑥) (7)

が成り立つ．

証明 各 𝑛 ∈ ℕについて 𝑠𝑛 = ∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘 とし，𝑠 = lim𝑛→∞ 𝑠𝑛 = ∑∞

𝑘=0 𝑎𝑘 とする．Abelの変形により
𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 =
0

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 +(
1

∑
𝑘=0

𝑎𝑘 −
0

∑
𝑘=0

𝑎𝑘)𝑥+⋯+(
𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘 −
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘)𝑥𝑛

= (
0

∑
𝑘=0

𝑎𝑘)(1 − 𝑥) +(
1

∑
𝑘=0

𝑎𝑘)(𝑥 − 𝑥2) + ⋯

⋯+(
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘)(𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛) + (
𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘)𝑥𝑛

= (1 − 𝑥)
𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑠𝑗𝑥𝑗 + 𝑠𝑛𝑥𝑛

となるから
𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑠 = (1 − 𝑥)
𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑠𝑗𝑥𝑗 + 𝑠𝑛𝑥𝑛 − 𝑠(1 − 𝑥𝑛) − 𝑠𝑥𝑛

= (1 − 𝑥)
𝑛−1
∑
𝑗=0

𝑠𝑗𝑥𝑗 − (1 − 𝑥)1 − 𝑥𝑛

1 − 𝑥
𝑠

= (1 − 𝑥)
𝑛−1
∑
𝑗=0

(𝑠𝑗 − 𝑠)𝑥𝑗 (8)

が成り立つ．
𝑥 ∈ (−1, 1)において∑𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘が 𝑓に収束するので，任意の 𝜀 > 0に対して，ある𝑁 ∈ ℕが存在して，

*4Raabe de [ˈʁaːbə]ラーベ．
*5Abel no [ˈɑ̀ːbəl]アーベル．
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𝑛 ≥ 𝑁ならば任意の 𝑥 ∈ (−1, 1)で

|𝑓(𝑥) −
𝑛
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘| ≤ 𝜀
2

(9)

が成り立つ．式 (8)，式 (9)より

|𝑓(𝑥) − 𝑠| = |𝑓 −
𝑁
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 +
𝑁
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑠|

= |𝑓 −
𝑁
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘| + |
𝑁
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥𝑘 − 𝑠|

≤ 𝜀
2
+ (1 − 𝑥)

𝑁−1
∑
𝑗=0

|𝑠𝑗 − 𝑠|𝑥𝑗

となるから，𝑥を十分に 1に近くとる，具体的には

𝛿 = 1 − 𝜀
2∑𝑁−1

𝑘=0 |𝑠𝑗 − 𝑠|

として任意の 𝑥 ∈ (𝛿, 1)をとれば |𝑓(𝑥) − 𝑠| ≤ 𝜀となる．よって

lim
𝑥→1−0

𝑓(𝑥) = 𝑠 =
∞
∑
𝑛=0

𝑎𝑘

が成り立つ．
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